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Résumé
Via une réduction de la cohomologie galoisienne d’un groupe algébrique linéaire
G à celle d’un certain sous-quotient fini, on donne différentes formules permettant
de calculer le groupe de Brauer non ramifié algébrique d’un espace homogène
V = G\G′ avec G′ semi-simple simplement connexe tant sur un corps fini que sur
un corps de caractéristique 0.
Mots clés : groupe de Brauer, espaces homogènes, cohomologie galoisienne.
Abstract
The unramified algebraic Brauer group of homogeneous spaces. Us-
ing a reduction of the Galois cohomology of a linear algebraic group G to that of
a certain finite subquotient, we give different formulas allowing the calculation of
the unramified algebraic Brauer group of a homogeneous space V = G\G′ with
G′ semisimple and simply connected, both over a finite field and over an arbitrary
field of characteristic 0.
Key words: Brauer group, homogeneous spaces, Galois cohomology.
Introduction
Dans [LA14], on a donné plusieurs formules permettant de calculer le groupe de Brauer
non ramifié algébrique Brnr,alV d’un espace homogène V = G\G′ sous un k-groupe
algébrique G′ semi-simple simplement connexe à stabilisateur fini G pour k un corps
fini ou bien quelconque de caractéristique 0. Ces travaux étaient un complément naturel
à ceux de Borovoi, Demarche et Harari dans [BDH13], texte qui donne des formules
pour le même pour des espaces homogènes (avec des groupes ambiants plus généraux) à
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stabilisateur de type “ssumult”, cas qui contient notamment celui des groupes connexes
et des groupes commutatifs. Or, une fois traité le cas des stabilisateurs finis, qui sont
parmi les groupes non connexes et non commutatifs les plus simples que l’on puisse
imaginer, la question naturelle à se poser est dans quelle mesure on peut étendre ces
formules au cas d’un stabilisateur quelconque, étant donné que tout groupe algébrique
linéaire est une extension d’un groupe fini par un groupe connexe. L’objectif de ce texte
est précisément la réalisation de cette démarche.
Pour arriver à un tel but, on s’est inspiré d’un contre-exemple aux formules de Bo-
rovoi, Demarche et Harari, fourni par eux-mêmes dans [BDH13, Prop. 8.4]. Ce résultat
montre que l’on peut obtenir des groupes qui ne sont pas de type “ssumult” pour lesquels
la formule qu’ils ont développée ne marche plus. Or, cet exemple consiste tout simple-
ment en la donnée d’un groupe fini non abélien ne vérifiant pas leur formule (et dans
[LA14] on a bien montré qu’il en est ainsi pour certains groupes finis non abéliens), puis
d’un sous-groupe abélien de celui-ci que l’on plonge dans un tore, obtenant ainsi une
extension non triviale d’un groupe fini par un tore. Le fait que le groupe de Brauer non
ramifié algébrique d’un espace homogène avec un tel stabilisateur soit le même que celui
d’un espace homogène avec le stabilisateur fini dont ils sont partis suggère le principe
technique suivant :
Pour un espace homogène V = G\G′ à stabilisateur G non connexe, toute l’informa-
tion concernant le groupe de Brauer non ramifié algébrique Brnr,alV est contenue dans
un sous-groupe fini de G, extension du groupe des composantes connexes de G par un
sous-groupe fini de G◦, la composante connexe neutre de G.
Ainsi, on est d’abord amené à résoudre :
1. la question de l’existence de tels sous-groupes ;
2. la question de savoir si effectivement ils “contiennent toute l’information”.
La première question, laquelle avait déjà été posée par Chernousov, Gille et Reich-
stein dans [CGR08, Rem. 3.8], est traitée d’une façon satisfaisante dans ce texte. On
montre en effet le résultat suivant :
Proposition 1. [Proposition 16]
Soit k un corps de caractéristique p ≥ 0. Soit G un k-groupe algébrique linéaire, extension
d’un groupe fini F d’ordre n premier à p par un tore T déployé par une extension L/k de
degré d, aussi premier à p. Alors il existe un k-sous-groupe fini H de G et un diagramme
commutatif à lignes exactes
1 // Tnd
//
 _

H // _

F // 1
1 // T // G // F // 1,
où Tnd désigne le sous-groupe de nd-torsion de T .
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Si l’on répond à la question seulement pour les extensions d’un groupe fini par un
tore, il faut remarquer que cela suffit pour notre objectif car, de même que chez [BDH13],
la partie unipotente et la partie semi-simple du stabilisateur ne jouent aucun rôle dans
les formules (d’où le fait de se concentrer sur les groupes de type multiplicatif chez
[BDH13]). Ainsi, ce sera le quotient Gtorf (cf. les notations ci-dessous) et notamment un
sous-groupe fini de celui-ci (donc un sous-quotient fini de G) qui portera toute l’infor-
mation et sera donc utilisé pour calculer le groupe Brnr,alV .
La réponse à la deuxième question est donnée par un corollaire évident de la propo-
sition 3.1 de [CGR08], que l’on peut énoncer comme suit :
Proposition 2. Soit k un corps de caractéristique p ≥ 0. Soit G un k-groupe algébrique
linéaire, extension d’un groupe fini F d’ordre n premier à p par un tore T déployé par
une extension L/k de degré d, aussi premier à p. Soit enfin m = nd. On suppose qu’il
existe un sous-groupe fini H0 de G tel que la composée H0 → G → F est surjective
et l’on note H le k-sous-groupe fini de G engendré par H0 et par φ
−1
m (H0 ∩ T ), où φm
représente la multiplication par m dans T .
Alors, pour tout corps k′ ⊃ k, l’application naturelle H1(k′, H) → H1(k′, G) est
surjective.
La surjectivité de l’application H0 → F est bien entendu au niveau des k¯-points.
Autrement dit, on peut voir F comme un quotient de H0. On remarque par ailleurs
qu’il est facile de vérifier que le sous-groupe H ci-dessus est bien un groupe fini. En
effet, pour h0 ∈ H0 et h1 ∈ H1 := φ−1m (H0 ∩ T ), on a h0h1h
−1
0 ∈ H1, ce qui montre
que l’on peut écrire tout élément h de H comme un produit h = h0h1 avec h0 ∈ H0 et
h1 ∈ H1. Ces deux sous-groupes étant finis, la finitude de H en découle.
Remarque.
Cette proposition, ou encore la proposition 3.1 de [CGR08], est un avatar (et une partie
importante de la démonstration) du théorème 1.2 du même article. Ce dernier théorème
vise notamment à généraliser un autre résultat des mêmes auteurs (cf. [CGR06, Thm.
1.1]), lequel généralise pour sa part un résultat de Galitski˘ı assurant l’existence des
quasi-sections (cf. [Gal92] ou [CGR06, Thm. 4.2]). En effet, les résultats de Chernou-
sov, Gille et Reichstein peuvent être intepretés dans le langage des (G,H)-sections (cf.
[CGR06, Thm. 1.1’]), notion due à Katsylo (cf. [Kat83]). Sous cette traduction, on peut
prouver facilement le résultat de Galitski˘ı, ainsi que le “lemme sans nom” (cf. [CGR06,
Lem. 4.4] ou encore [CTS07, Cor. 3.9]), dont la version la plus ancienne semble se trouver
dans [BK85]. Pour un survol de ces notions, on renvoie à [Pop94].
Lorsqu’on associe cette proposition de nature cohomologique à la formule cohomo-
logique dans [LA14, Thm. 4.1], on est capable de suivre la démarche faite dans [LA14]
pour obtenir, dans l’ordre,
• une formule cohomologique pour Brnr,alV sur un corps fini (Théorème 4) ;
• une formule algébrique pour Brnr,alV sur un corps fini (Théorème 6) ;
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• une formule algébrique pour Brnr,alV sur un corps de caractéristique 0 (Théorème
9) ;
• une formule cohomologique pour Brnr,alV sur un corps local de caractéristique 0,
sous quelques hypothèses supplémentaires (Proposition 14).
Ici, de même que dans [LA14], on entend par formule cohomologique (resp. algébrique)
une formule dépendant des théorèmes de dualité en cohomologie galoisienne pour des
corps locaux (resp. une formule dépendant de la structure de groupe algébrique du sta-
bilisateur).
La composition de cet article est donc la suivante. Dans la section 1, on fixe toutes
les notations et l’on donne quelques rappels préliminaires, tous déjà mentionnés dans
[LA14]. Les résultats sur un corps fini, modulo l’existence d’un “bon” sous-quotient fini,
sont donnés dans la section 2. La section 3 fait de même pour les corps de caractéristique
0. On a décidé de présenter ces résultats avant ceux d’existence parce que, dans beaucoup
d’exemples de groupes linéaires non connexes, il est possible de trouver des sous-groupes
finis explicites avec lesquels on peut faire les calculs, rendant ainsi inutile la proposition
1. Dans la section 4 on démontre la proposition 1 et l’on énonce à nouveau les résultats
précédents (Corollaires 19 et 20) dans le cas où l’on n’aurait pas accès immédiat à des
“bons” sous-quotients finis. On profite aussi pour donner une généralisation (corollaire
18) d’un des résultats de Chernousov, Gille et Reichstein, à savoir leur corollaire 1.4 dans
[CGR08], que l’on rend valable sur un corps quelconque (alors que leur résultat ne vaut
que sur un corps algébriquement clos). Enfin, dans la section 5, on donne un exemple
d’application de ces résultats. Il s’agit de l’obstruction de Brauer-Manin associée au
groupe Brnr,alV , pour laquelle on montre qu’elle “ne voit pas les places réelles”, tout
comme dans [LA14, §5.2] dans le cas des stabilisateurs finis.
Ce texte a aussi une section en appendice où l’on présente une petite amélioration
d’une remarque non publiée faite par Colliot-Thélène (cf. [CT12]) concernant le groupe
de Brauer non ramifié des espaces homogènes sous un groupe semi-simple simplement
connexe. Le résultat en question est notamment utilisé dans la preuve du théorème 9
pour se ramener au cas où le stabilisateur a une composante connexe neutre réductive.
Remerciements L’auteur tient à remercier David Harari et les rapporteurs pour la
lecture soigneuse qu’ils ont fait de ce texte, ainsi que l’éditeur pour ses commentaires.
Jean-Louis Colliot-Thélène, Cyril Demarche et Philippe Gille méritent par ailleurs toute
ma gratitude pour de très importantes discussions à l’origine de ces résultats.
1 Notations et rappels préliminaires
Dans tout ce texte, k, k′ et L représentent des corps de caractéristique p ≥ 0. Pour un
corps k, on note toujours k¯ une clôture séparable de k et Γk := Gal(k¯/k) le groupe de
Galois absolu. Dans le cas des corps finis, q représente toujours le cardinal du corps et
il s’agit donc d’une puissance de p.
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On note V une k-variété, laquelle est toujours supposée lisse et géométriquement in-
tègre. On notera X une k-compactification de V (aussi supposée lisse), i.e. une k-variété
propre munie d’une k-immersion ouverte V →֒ X. 1 Soit G un k-groupe algébrique li-
néaire dont la composante connexe neutre est toujours supposée réductive lorsque k est
de caractéristique positive. Pour un tel groupe, on note
• D(G) le sous-groupe dérivé de G ;
• Gab = G/D(G) l’abélianisé de G ;
• Gˆ = Gˆab le Γk-module des caractères de G ;
• G◦ la composante connexe de l’élément neutre de G ;
• F = G/G◦ le groupe des composantes connexes de G (c’est un groupe fini) ;
• Ru(G) le radical unipotent de G◦ (c’est un groupe unipotent, trivial en caractéris-
tique positive d’après notre hypothèse) ;
• Gred = G◦/Ru(G) (c’est un groupe réductif) ;
• Gtor l’abélianisé de Gred (c’est un tore) ;
• Gtorf = G/ ker[G◦ ։ Gtor] (c’est une extension de F par Gtor).
On remarque que le sous-groupe Ru(G) est caractéristique dans G, ce qui nous dit
que ker[G◦ ։ Gtor] est bien distingué dans G et donc que le quotient Gtorf est bien
défini. Enfin, on supposera partout que l’ordre du groupe F (à savoir, le degré du
morphisme structural F → Spec k) est premier à la caractéristique p du corps k. Le
cardinal de F (k¯) est ainsi supposé toujours premier à p. On regardera souvent le k-groupe
G comme immergé dans un k-groupe semi-simple simplement connexe (par exemple
SLn), pour lequel on réserve la notation G′. La lissité de G′ nous dit par ailleurs que la
k-variété V := G\G′ est lisse et géométriquement intègre (cf. [SGA70a, VIB, Prop. 9.2])
et correspond à un espace homogène sous G′.
Pour une extension de corps L/k et pour V une k-variété, on note VL := V ×k L
la L-variété obtenue par changement de base. Pour toute variété V , on note H i(V, ·)
les groupes de cohomologie étale et H i(k, ·) les groupes de cohomologie galoisienne clas-
siques (qui coïncident avec les groupes de cohomologie étale pour V = Spec k). Pour
i = 1, on peut aussi définir des ensembles de cohomologie non abélienne, lesquels seront
toujours notés H1(V, ·) et H1(k, ·) comme dans le cas abélien (ces deux ensembles coïn-
cident aussi pour V = Spec k). Si l’on écrit Gm pour le groupe multiplicatif, le groupe
de Brauer Br V est défini comme le groupe H2(V,Gm). Pour n > 1 premier à p, on note
µn le groupe algébrique (fini et lisse) des racines n-ièmes de l’unité. La n-torsion du
groupe de Brauer BrV est alors donnée par un quotient de H2(V, µn). On note aussi,
1On rappelle que l’existence d’une compactification lisse est assurée en caractéristique 0 via le
théorème d’Hironaka, tandis qu’en caractéristique positive la dite existence est une question toujours
ouverte.
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pour un groupe A abélien et de torsion (par exemple BrV ), A{p′} son sous-groupe de
torsion première à p. Pour les tores, on utilise la notation Tn pour désigner leur n-torsion.
Passons aux rappels. Pour la définition du groupe de Brauer non ramifié BrnrV d’une
k-variété V , on renvoie à [CT95] ou encore à [CTS07]. On se limite à rappeler que, lorsque
l’on dispose d’une compactification lisse X de V , on a l’égalité BrnrV {p′} = BrX{p′},
où p correspond à la caractéristique du corps k, (ce sont des applications du théorème
de pureté de Grothendieck, cf. [CT95, Thm. 4.1.1, Prop. 4.2.3]). Le groupe de Brauer
algébrique est défini comme
BralV :=
ker[Br V → BrVk¯]
Im[Br k → Br V ]
.
On note aussi Br1V := ker[Br V → Br Vk¯] d’où BralV = Br1V/Br k lorsqu’on note
par abus Br k sa propre image dans Br V . Le groupe de Brauer non ramifié algébrique
Brnr,alV est alors l’image de BrnrV ∩ Br1V dans BralV par la projection naturelle.
De même que dans [LA14, §4], on rappelle que pour une k-variété V vérifiant V (k) 6=
∅ et k¯[V ]∗/k¯∗ = 1, le groupe de Brauer algébrique BralV admet une description en termes
du groupe de Picard géométrique PicVk¯ (cf. [San81, Lem. 6.3]) :
BralV
∼
−→ H1(k,PicVk¯). (1.1)
De plus, on a de même pour une k-compactification lisse X de V :
BralX
∼
−→ H1(k,PicXk¯). (1.2)
Enfin, d’après ce qui a été dit ci-dessus, BralX{p′} correspond à la partie non ramifiée (et
de torsion première à p) du groupe de Brauer algébrique de V que l’on note Brnr,alV {p′}.
Soit maintenant G un k-groupe algébrique linéaire lisse plongé dans G′ un k-groupe
algébrique semi-simple simplement connexe et soit V := G\G′ la k-variété quotient. Le
groupe G′ étant semi-simple, on a que k¯[G′]∗/k¯∗ = 1 (c’est le lemme de Rosenlicht, cf.
[San81, Lem. 6.5]). Ceci nous dit que k¯[V ]∗/k¯∗ = 1, puisque toute fonction inversible sur
Vk¯ donne une fonction inversible sur G′k¯. On en déduit que l’on a la description du groupe
BralV donnée par l’isomorphisme (1.1) ci-dessus. On conclut cette section en rappelant
(cf. toujours [LA14, §4]) que PicVk¯ = Gˆ = Gˆab, d’où l’on voit que BralV = H1(k,PicVk¯)
ne dépend que de G, et même plus précisément de son abélianisé. De plus, puisque dans
tout ce texte les groupes finis seront d’ordre premier à p, le groupe Gˆab n’aura pas de
p-torsion. Alors, dès que les extensions déployant la partie torique de Gab seront d’ordre
premier à p, le groupe BralV n’aura pas non plus de p-torsion. On se permettra alors
dans ces cas d’utiliser la notation Brnr,alV au lieu de Brnr,alV {p′}.
2 Formules sur un corps fini
Soit maintenant k un corps fini de cardinal q une puissance de p, soit G un k-groupe
algébrique linéaire à composante connexe neutre G◦ réductive et soit F = G/G◦. On rap-
pelle que, lorsque l’ordre de F est premier à p, le cup-produit nous donne l’accouplement
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parfait suivant (cf. [NSW08, Thm. 7.2.9])
H1(k((t)), Gˆab)×H1(k((t)), Gab)→ H2(k((t)),Gm) = Br k((t)) ∼= Q/Z.
D’autre part, en considérant la remarque à la fin de la section 4.1 de [LA14], on sait que
l’on peut compter sur le résultat suivant :
Proposition 3. Soit G un k-groupe algébrique linéaire à composante connexe neutre
G◦ réductive et tel que F = G/G◦ est d’ordre n premier à q. Soit V = G\G′ pour un
plongement de G dans G′ semi-simple simplement connexe. En identifiant BralV avec
H1(k, Gˆab) comme dans l’équation (1.1), le groupe de Brauer non ramifié algébrique
Brnr,alV {p′} de V est donné par les éléments α ∈ H1(k, Gˆab){p′} vérifiant la propriété
suivante :
Pour toute extension finie k′ de k, l’image α′ de α dans H1(k′((t)), Gˆab) est or-
thogonale au sous-ensemble Im[H1(k′((t)), G) → H1(k′((t)), Gab)] pour l’accouplement
ci-dessus.
Maintenant, si l’on se donne une inclusion H →֒ Gtorf , on a clairement un k-
morphisme induit Hab → Gab car la projection G → Gab se factorise par Gtorf . Via
ce morphisme, l’accouplement ci-dessus en induit un autre (pas forcément parfait) qui
lui est compatible. C’est-à-dire que l’on a le diagramme commutatif
H1(k((t)), Hab)×H1(k((t)), Gˆab) //

Br k((t))
H1(k((t)), Gab)×H1(k((t)), Gˆab) // Br k((t)).
Théorème 4. Soit G un k-groupe algébrique linéaire à composante connexe neutre G◦
réductive et tel que F = G/G◦ est d’ordre n premier à q. Soit V = G\G′ pour un
plongement de G dans G′ semi-simple simplement connexe. On suppose que le tore
Gtor = (Gtorf)◦ est déployé par une extension L/k de degré d premier à q et l’on note
m = nd. On suppose aussi qu’il existe un k-sous-groupe fini H0 de G
torf d’ordre premier
à q tel que la composée H0 → Gtorf → F est surjective et l’on note H le sous-groupe (fini
aussi) de Gtorf engendré par H0 et par φ
−1
m (H0 ∩ G
tor), où φm désigne la multiplication
par m dans Gtor.
Alors, en identifiant BralV avec H
1(k, Gˆab), le groupe de Brauer non ramifié algé-
brique Brnr,alV de V est donné par les éléments α ∈ H1(k, Gˆab) vérifiant la propriété
suivante :
Pour toute extension finie k′ de k, l’image α′ de α dans H1(k′((t)), Gˆab) est or-
thogonale au sous-ensemble Im[H1(k′((t)), H) → H1(k′((t)), Hab)] pour l’accouplement
ci-dessus.
Démonstration. La proposition 2 nous dit que l’application
H1(k′((t)), H)→ H1(k′((t)), G),
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est surjective. En rappelant alors la compatibilité des accouplement ci-dessus, on voit
que l’on a le diagramme commutatif suivant :
H1(k′((t)), H) //

H1(k′((t)), Hab)×H1(k′((t)), Gˆab) //

Br k′((t))
H1(k′((t)), G) // H1(k′((t)), Gab)×H1(k′((t)), Gˆab) // Br k′((t)).
De ce diagramme il vient de façon immédiate que, pour α ∈ H1(k, Gˆab), le fait que son
image dansH1(k′((t)), Gˆab) soit orthogonale à l’image deH1(k′((t)), G) dansH1(k′((t)), Gab)
est équivalent au fait d’être orthogonale à l’image deH1(k′((t)), H) dansH1(k′((t)), Hab)
pour le deuxième accouplement. La proposition 3 nous permet alors de conclure. ⌣¨
De ce théorème, et grâce aux méthodes développées dans [LA14, §4.2], on déduit
une formule algébrique pour le groupe Brnr,alV . Pour ce faire, on rappelle des définitions
données dans [LA14, §4.2]
Définition 5. Soit H un k-groupe fini d’ordre premier à q. Soit s ∈ Γk l’élément
correspondant au q-Frobenius (i.e. l’application k¯ → k¯ : x 7→ xq). On définit une
application bijective ϕq,H : H(k¯)→ H(k¯) par la formule
ϕq,H(b) = b
s−1 q.
Elle sera notée ϕq lorsqu’il n’y aura pas d’ambigüité sur le groupe H . On remarque par
ailleurs que l’action de s−1 et l’élévation à la q-ième puissance commutent, donc la no-
tation n’est pas abusive. L’application induite par ϕq sur Hab(k¯) est un automorphisme
que l’on note toujours ϕq par abus.
Pour tout b ∈ H(k¯), on définit nb comme le plus petit entier strictement positif tel que
ϕnbq (b) soit conjugué à b. On définit alors l’application q-norme Nq,H : H(k¯) → H
ab(k¯)
comme le produit
Nq,H(b) =
nb−1∏
i=0
ϕiq(b) =
nb−1∏
i=0
ϕiq(b¯),
où “ ” représente la projection naturelle de H(k¯) sur Hab(k¯). De même, elle sera
notée Nq lorsqu’il n’y aura pas d’ambigüité sur le groupe H .
Avec ces définitions, on peut énoncer la formule algébrique de la façon suivante.
Théorème 6. Soit G un k-groupe algébrique linéaire à composante connexe neutre G◦
réductive et tel que F = G/G◦ est d’ordre n premier à q. Soit V = G\G′ pour un
plongement de G dans G′ semi-simple simplement connexe. On suppose que le tore
Gtor = (Gtorf)◦ est déployé par une extension L/k de degré d premier à q et l’on note
m = nd. On suppose aussi qu’il existe un k-sous-groupe fini H0 de G
torf d’ordre premier
à q tel que la composée H0 → G
torf → F est surjective et l’on note H le sous-groupe (fini
aussi) de Gtorf engendré par H0 et par φ
−1
m (H0 ∩ G
tor), où φm désigne la multiplication
par m dans Gtor.
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Alors, en identifiant BralV avec H
1(k, Gˆab), le groupe de Brauer non ramifié algé-
brique Brnr,alV de V est donné par les éléments α ∈ H1(k, Gˆab) tels que, pour a ∈
Z1(k, Gˆab) un cocycle (quelconque) représentant α, on a
as(Nq,H(b)) = 1 ∀ b ∈ H(k¯).
On remarque que la formule a bien un sens. En effet, as est un élément de Gˆab, donc
on peut l’évaluer en Nq(b) ∈ Hab(k¯) en poussant cet élément dans Gab, ce qui donne un
élément dans µh, où h est l’exposant de H .
Démonstration. Il s’agit de démontrer que la propriété cohomologique du théorème 4
est équivalente à celle de l’énoncé ci-dessus. Autrement dit, il suffit de montrer que, pour
α = [a] ∈ H1(k, Gˆab), si l’on note r′(α) sa restriction à H1(k′((t)), Gˆab), alors on a
r′(α) ⊥ Im[H1(k′((t)), H)→ H1(k′((t)), Hab)] ∀ k′/k finie
m
as(Nq,H(b)) = 1 ∀ b ∈ H(k¯).
Démontrons alors cette équivalence. L’application Hab → Gab nous donne une applica-
tion duale Gˆab → Hˆab. L’accouplement entre Gˆab et Hab que l’on a utilisé pour énoncer
le théorème 4 est évidemment compatible avec celui (naturel) entre Hˆab et Hab. Il en
est par conséquent de même au niveau du cup produit des H1. Autrement dit, on a le
diagramme commutatif suivant :
H1(k((t)), Hab)×H1(k((t)), Gˆab) //

Br k((t))
H1(k((t)), Hab)×H1(k((t)), Hˆab) // Br k((t)).
Si l’on note alors aH l’image de a dans Z1(k, Hˆab), αH = [aH ] et r′H la restriction
H1(k, Hˆab)→ H1(k′((t)), Hˆab), il est évident que l’on a les deux équivalences suivantes :
r′H(αH) ⊥ Im[H
1(k′((t)), H)→ H1(k′((t)), Hab)] ∀ k′/k finie
m
r′(α) ⊥ Im[H1(k′((t)), H)→ H1(k′((t)), Hab)] ∀ k′/k finie,
et
(aH)s(Nq,H(b)) = 1 ∀ b ∈ H(k¯)
m
as(Nq,H(b)) = 1 ∀ b ∈ H(k¯).
On voit alors qu’il suffit de démontrer
r′H(αH) ⊥ Im[H
1(k′((t)), H)→ H1(k′((t)), Hab)] ∀ k′/k finie
m
(aH)s(Nq,H(b)) = 1 ∀ b ∈ H(k¯).
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Or, cette dernière équivalence découle des théorèmes 4.1 et 4.5 dans [LA14], lesquels
calculent tous les deux le groupe Brnr,alW pour W = H\H ′ avec H ′ semi-simple sim-
plement connexe, le premier avec la formule du dessus, le deuxième avec la formule en
dessous. ⌣¨
On conclut cette section en notant que les théorèmes 4 et 6 nous permettent de com-
parer explicitement le groupe Brnr,alV avec le groupe de Brauer non ramifié algébrique
d’un espace homogène à stabilisateur fini. En effet, soient G, G′, H0 et H comme dans
l’énoncé des théorèmes 4 et 6. Considérons une inclusion H →֒ H ′ avec H ′ semi-simple
simplement connexe et posons W = H\H ′. On sait déjà que le groupe BralW s’identifie
à H1(k, Hˆab). En appliquant alors ces théorèmes au calcul de Brnr,alW en prenant le
groupe H tout entier comme son sous-groupe fini (cas où Htorf = H et Htor = 1), on
voit que l’on a de façon évidente le corollaire suivant.
Corollaire 7. Soit αH l’image de α ∈ BralV = H1(k, Gˆab) dans H1(k, Hˆab) = BralW .
Alors α ∈ Brnr,alV si et seulement si αH ∈ Brnr,alW . En particulier, on a ker[H1(k, Gˆab)→
H1(k, Hˆab)] ⊂ Brnr,alV . ⌣¨
3 Formule sur un corps de caractéristique 0
Dans toute cette section, k désigne un corps de caractéristique 0. De la même façon que
dans [LA14], on retrouve ici une formule pour le groupe Brnr,alV où V = G\G′ en nous
ramenant au cas des corps finis et en utilisant la formule développée dans la section
précédente. On rappelle que cette méthode a déjà été utilisée par Colliot-Thélène et
Kunyavski˘ı (cf. [CTK98]) dans le cas des espaces principaux homogènes, i.e. lorsque
G est trivial, et par Borovoi, Demarche et Harari (cf. [BDH13]) dans le cas où G est
connexe ou commutatif (ou encore plus généralement de type “ssumult”) et avec des
groupes G′ plus généraux.
On commence en rappelant quelques définitions analogues à celles données dans la
section 2.
Définition 8. Soit H un k-groupe fini d’exposant h. Soit ζh ∈ k¯ une racine primitive
h-ième de l’unité. On définit le morphisme q : Γk → (Z/hZ)∗ par la formule suivante :
∀ σ ∈ Γk, ζ
σ
h = ζ
q(σ)
h .
C’est le caractère cyclotomique modulo h, cf. [NSW08, Def. 7.3.6].
On définit ensuite, pour tout σ ∈ Γk, l’application ϕσ,H : H(k¯) → H(k¯) par la
formule
ϕσ,H(b) = b
σ−1 q(σ),
laquelle sera notée ϕσ lorsqu’il n’y aura pas d’ambigüité sur le groupe H . On note
abusivement ϕσ aussi l’application induite sur Hab(k¯) qui en est un automorphisme.
On remarque par ailleurs que l’action de σ−1 et l’élévation à la q(σ)-ième puissance
commutent, donc la notation n’est pas abusive.
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Enfin, pour σ ∈ Γk et b ∈ H(k¯), on définit nσ,b comme le plus petit entier strictement
positif tel que ϕnσ,bσ (b) soit conjugué à b. On définit alors l’application σ-norme Nσ,H :
H(k¯)→ Hab(k¯) par la formule suivante :
Nσ,H(b) :=
nσ,b−1∏
i=0
ϕiσ(b) =
nσ,b−1∏
i=0
ϕiσ(b¯).
De même, Nσ,H sera notée Nσ lorsqu’il n’y aura pas d’ambigüité sur le groupe H .
Avec ces définitions, on peut énoncer la formule pour Brnr,alV .
Théorème 9. Soit G un k-groupe algébrique linéaire et soit V = G\G′ pour un plonge-
ment de G dans G′ semi-simple simplement connexe. Soit L/k une extension déployant
le tore Gtor = (Gtorf)◦. On note d le degré de cette extension, n l’ordre du groupe fini
F = G/G◦ et m = nd. On suppose aussi qu’il existe un k-sous-groupe fini H0 de G
torf
tel que la composée H0 → Gtorf → F est surjective et l’on note H le sous-groupe (fini
aussi) de Gtorf engendré par H0 et par φ
−1
m (H0 ∩ G
tor), où φm désigne la multiplication
par m dans Gtor.
Alors, en identifiant BralV avec H
1(k, Gˆab), le groupe de Brauer non ramifié algé-
brique Brnr,alV de V est donné par les éléments α ∈ H
1(k, Gˆab) tels que, pour a ∈
Z1(k, Gˆab) un cocycle (quelconque) représentant α, on a
aσ(Nσ,H(b)) = 1 ∀ b ∈ H(k¯), ∀ σ ∈ Γk. (3.1)
On commence en remarquant que la proposition 26 dans l’appendice, issue d’une
remarque faite par Colliot-Thélène, nous dit que l’on peut se restreindre au cas où la
composante connexe neutre G◦ de G est réductive. En effet, cette proposition nous dit
que, si l’on plonge le quotient G0 = G/Ru(G) dans un autre groupe G′0 semi-simple
simplement connexe et que l’on note W = G0\G′0, alors le groupe BrnrV est isomorphe
au groupe BrnrW . D’autre part, il est évident que l’on a BralV ∼= BralW car ils sont
tous les deux isomorphes à H1(k, Gˆab) puisque Gˆab = Gˆ = Gˆ0. On en déduit l’égalité
Brnr,alV ∼= Brnr,alW et l’on voit alors qu’il suffit de calculer le groupe Brnr,alW .
On suppose alors désormais que la composante connexe neutre G◦ de G est réductive.
Soit X une k-compactification lisse de V . On rappelle que de la même façon que l’on
identifie BralV avec H1(k, Gˆab), on peut identifier Brnr,alV = BralX avec H1(k,PicXk¯)
et que l’on a le résultat suivant (cf. [LA14, Lem. 4.16]) :
Lemme 10. Soit G un k-groupe algébrique linéaire plongé dans G′ semi-simple simple-
ment connexe et soit V = G\G′. Soit X une k-compactification lisse de V . Soit enfin
α ∈ H1(k, Gˆab). Supposons que pour tout sous-groupe pro-cyclique γ de Γk, l’image de
α dans H1(γ, Gˆab) provient de H1(γ,PicXk¯). Alors α provient de H
1(k,PicXk¯).
Compte tenu de ce lemme, on voit facilement que pour démontrer le théorème 9 il
suffit de démontrer, pour α ∈ H1(k, Gˆab), σ ∈ Γk et γ le sous-groupe fermé pro-cyclique
engendré par σ, la proposition suivante :
11
Proposition 11. Avec les notations ci-dessus, la restriction α′ ∈ H1(γ, Gˆab) de α
provient de H1(γ,PicXk¯) si et seulement si, pour a ∈ Z
1(k, Gˆab) un cocycle représentant
α, on a
aσ(Nσ,H(b)) = 1 ∀ b ∈ H.
En effet, on peut voir que la restriction α′ est clairement représentée par le cocycle
a|γ ∈ Z1(γ,M) et donc aσ n’est rien d’autre que (a|γ)σ. La démarche consistera alors
à trouver un corps fini F tel que l’on puisse regarder H(k¯), Gˆab et Hˆab comme des
ΓF-groupes dont l’action du Frobenius coïncide avec celle de σ. On aura alors des mor-
phismes canoniques H1(γ, Gˆab) → H1(F, Gˆab) et H1(γ,PicXk¯)
∼
−→ H1(F,PicXF¯) et des
égalités ϕq0,H = ϕσ,H et Nq0,H = Nσ,H , où q0 est le cardinal de F. Le résultat découlera
alors du théorème 6.
Pour ce faire, on suit la démarche de Colliot-Thélène et Kunyavski˘ı, laquelle est
explicitée en détails dans [LA14, §4.3.1] et que l’on résume ici.
Démonstration de la proposition 11. La première étape consiste à se réduire au cas où k
est de type fini sur Q. On utilise notamment le fait que toutes les variétés et morphismes
considérés sont de type fini et que le groupe de Picard PicXk¯ est sans torsion, raison
pour laquelle le groupe H1(k,PicXk¯) s’annule par restriction à une extension finie k˜/k.
On suppose aussi pour la suite que k˜ contient les racines h-ièmes de l’unité.
Ensuite, puisque k est de type fini sur Q, on sait que l’on peut trouver :
1. Un anneau intègre et régulier A de type fini sur Z et de corps de fractions k, tel
que la fermeture intégrale A˜ dans k˜ soit finie, étale et galoisienne sur A de groupe
de Galois Γ˜ = Gal(k˜/k).
2. Des A-schémas G, H0, H, G ′, V et X de type fini, de fibres génériques respectives
G, H0, H , G′, V et X et tels que :
• G ′ est un A-schéma en groupes semi-simple simplement connexe (au sens de
[SGA70c, XIX.2.7, XXII.4.3.3]), G est un sous-A-schéma en groupes lisse de
G ′ ;
• H0 est un sous-A-schéma en groupes fini et lisse de Gtorf et H est le sous-
groupe de Gtorf engendré par H0 et φ−1m (H0 ∩ G
tor), où φm désigne la multi-
plication par m dans Gtor.
• V = G\G ′ est lisse sur A, X est propre et lisse sur A et on a une A-immersion
ouverte V →֒ X étendant V →֒ X ;
• pour tout point x de SpecA de corps résiduel κx, la fibre Xx ⊂ X est une
compactification lisse de Vx ⊂ V sur κx.
En notant que X est unirationnelle et que k est un corps de caractéristique 0, on voit
que H1(X,OX) = H2(X,OX) = 0 et, quitte à restreindre SpecA, on peut supposer que
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H1(Xx,OXx) = H
2(Xx,OXx) = 0 pour tout point x de SpecA. Alors, d’après [Gro62,
Cor. 2.7], on trouve des isomorphismes de spécialisation
PicX
∼
−→ PicXx
pour tout point x ∈ SpecA et, quitte à réduire encore SpecA, des isomorphismes
PicXk˜
∼
−→ Pic X˜x˜
compatibles avec les actions galoisiennes correspondantes pour tout point x˜ ∈ Spec A˜,
où X˜ = X ×A A˜.
Si l’on note alors γ˜ l’image de γ ⊂ Γk dans Γ˜ et que l’on considère le sous-anneau
A1 := A˜
γ˜ des éléments γ˜-invariants de A˜, le morphisme ρ : Spec A˜ → SpecA1 est un
revêtement étale cyclique dont le groupe de Galois est γ˜ et avec A˜ et A1 des anneaux
intègres, réguliers et de type fini sur Z. La version géométrique du théorème de Čebotarev
(cf. [Ser65, Thm. 7]) nous dit alors qu’il existe une infinité de points fermés x1 de SpecA1
tels que la fibre en x1 de ρ est un point fermé x˜ de Spec A˜. Ceci veut dire que si l’on
note F le corps résiduel en x1 et E le corps résiduel en x˜, on a une extension de corps
résiduels E/F de groupe de Galois γ˜ et par suite, en notant X1 = X ×A A1 et Y la
F-variété (X1)x1 , un isomorphisme
H1(γ˜,PicXk˜)
∼
−→ H1(γ˜,PicYE).
De plus, d’après le lemme 6.3(iii) de [San81], on a que PicYE ∼= PicYF¯ car ΓE agit tri-
vialement sur PicYF¯.
De tout cela on obtient l’isomorphisme
H1(γ,PicXk¯)
∼
−→ H1(γ,PicYF¯),
et en particulier, le diagramme commutatif suivant :
H1(γ,PicXk¯)
  //
∼

H1(γ, Gˆab)
H1(γ,PicYF¯)
  // H1(γ, Gˆabx1 )
(3.2)
où Gˆab = Gˆabx1 représente le groupe des caractères (géométriques) de G (ou encore de
Gx1). Par ailleurs, l’action de γ sur Gˆ
ab et sur Gˆabx1 étant induite par celle sur PicXk¯ et
sur PicXF¯ respectivement, on voit qu’il s’agit bien de la même action.
Enfin, le morphisme naturel f : ΓF → γ issu de cette construction nous donne les
morphismes
H1(γ, Gˆab) →֒ H1(F, Gˆabx1 ) et H
1(γ,PicYF¯)
∼
−→ H1(F,PicYF¯) = BralY,
où l’action de ΓF sur Gˆabx1 correspond bien entendu à celle induite par f (il en va de
même par ailleurs pour l’action sur G(k¯) = Gx1(F¯)). La première flèche est en plus un
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isomorphisme dès que l’ordre de σ est infini (car dans ce cas le morphisme f est lui-même
un isomorphisme). De ces morphismes et du diagramme (3.2) on obtient le diagramme
commutatif
H1(γ,PicXk¯)
  //
∼

H1(γ, Gˆab)
 _

H1(F,PicYF¯)
  //H1(F, Gˆabx1 )
(3.3)
Alors, puisque d’une part Y est une compactification lisse d’un espace homogène sous
le F-groupe G ′x1 à stabilisateur Gx1 à composante connexe neutre réductive et admettant
un sous-groupe fini Hx1 de G
tor
x1
avec les bonnes propriétés, et d’autre part puisque l’on
peut toujours choisir x1 de façon que l’ordre de Hx1 soit premier au cardinal de F = κx1 ,
on a enfin le droit d’utiliser le théorème 6.
Reprenons alors un élément α ∈ H1(k, Gˆab), a ∈ Z1(k, Gˆab) représentant α, σ ∈ Γk
et γ le sous-groupe pro-cyclique de Γk engendré par σ comme dans la proposition 11.
D’après le diagramme commutatif (3.3), la restriction α′ de α dans H1(γ, Gˆab) provient
deH1(γ,PicXk¯) si et seulement si son image α˜ ∈ H1(F, Gˆabx1 ) provient deH
1(F,PicYF¯) =
BralY = Brnr,al(Vx1). Considérons les cocycles a
′ = a|γ et a˜ = a′ ◦ f , qui représentent
respectivement α′ et α˜. On voit alors grâce au théorème 6 que α˜ provient deH1(F,PicYF¯)
si et seulement si
a˜s(Nq0,Hx1 (b)) = 1 ∀ b ∈ Gx1(F¯) = G(k¯),
où q0 est le cardinal de F et s ∈ ΓF désigne le Frobenius. Or, on a clairement
a˜s(Nq0,Hx1 (b)) = a
′
σ(Nq0,Hx1 (b)) = aσ(Nq0,Hx1 (b)),
d’où l’on voit qu’il suffit de démontrer que Nq0,Hx1 = Nσ,H pour conclure.
D’après la définition de Nq0,Hx1 et de Nσ,H , il suffit en fait de démontrer l’égalité
ϕq0,Hx1 = ϕσ,H . En remarquant alors que les actions de γ et ΓF coïncident, les définitions
respectives de ϕq0,Hx1 et ϕσ,H nous disent que tout ce qu’il faut démontrer est que
q(σ) ≡ q0 mod h, ou encore ζ
q0
h = ζ
q(σ)
h ,
où h est l’exposant de H . Or, cela est vrai de façon évidente car σ agit sur µh de la
même façon que le Frobenius de F (on rappelle que µh ⊂ k˜ par hypothèse), lequel envoie
ζh en ζ
q0
h par définition, d’où
ζ
q(σ)
h = ζ
σ
h = ζ
s
h = ζ
q0
h .
Ceci conclut donc la démonstration de la proposition 11 et par conséquent celle du
théorème 9. ⌣¨
On peut maintenant essayer de tirer des conséquences de la formule que l’on vient
de développer. Tout comme dans la section précédente, soient G, G′, H0 et H comme
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dans l’énoncé du théorème 9. Considérons une inclusion H →֒ H ′ avec H ′ semi-simple
simplement connexe et posons W = H\H ′. Alors BralW s’identifie à H1(k, Hˆab) et le
même théorème 9 nous permet de calculer ce groupe, d’où l’on obtient l’analogue du
corollaire 7.
Corollaire 12. Soit αH l’image de α ∈ BralV = H1(k, Gˆab) dans H1(k, Hˆab) =
BralW . Alors α ∈ Brnr,alV si et seulement si αH ∈ Brnr,alW . En particulier, on a
ker[H1(k, Gˆab)→ H1(k, Hˆab)] ⊂ Brnr,alV . ⌣¨
On peut ensuite démontrer que l’on peut expliciter une extension finie du corps de
base k sur laquelle toutes les classes du groupe Brnr,alV disparaissent. Cela veut dire que
l’application de restriction du groupe Brnr,alV à cette extension est triviale, ou encore
que toutes les classes peuvent être retrouvées par inflation, comme il est explicité dans
l’énoncé qui suit.
Proposition 13. Sous les mêmes hypothèses que le théorème 9, soient L/k une exten-
sion finie galoisienne de k déployant H et Gtor, h l’exposant de H et ζh ∈ k¯ une racine
primitive h-ième de l’unité. Alors on a
Brnr,alV ⊂ H
1(L(ζh)/k, (Gˆ
ab)ΓL(ζh)).
Démonstration. Soit σ ∈ ΓL(ζh), alors il est évident que σ fixe ζh, ce qui nous dit que
q(σ) = 1. De plus, puisque L déploie H , σ agit de façon triviale sur H(k¯). On a alors
que ϕσ se réduit à l’identité et alors Nσ correspond à la projection H → Hab.
Soient alors a ∈ Z1(k, Gˆab) un cocycle vérifiant l’égalité (3.1), α = [a] ∈ H1(k, Gˆab)
et β la restriction de α à H1(L(ζh), Gˆab). Il s’agit de montrer que β = 0, car cela veut
dire que α provient par inflation de H1(L(ζh)/k, (Gˆab)ΓL(ζh)). Or, le cocycle b = a|L(ζh)
représentant β vérifie bσ(b) = 1 pour tout b ∈ Hab(k¯), ce qui nous dit que l’image de bσ
dans Hˆab(k¯) est nulle. Ceci montre que l’image de β dans H1(L(ζh), Hˆab) est triviale,
i.e.
β ∈ ker[H1(L(ζh), Gˆ
ab)→ H1(L(ζh), Hˆ
ab)].
Soit maintenant SG le noyau de l’application Gab → F ab. On affirme qu’il s’agit d’un
quotient de Gtor. En effet, on a le diagramme commutatif à lignes et colonnes exactes
1

1

1

1 // D(Gtorf) ∩Gtor

// D(Gtorf)

// D(F ) //

1
1 // Gtor //

Gtorf //

F //

1
1 // SG // G
ab //

F ab //

1
1 1.
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Une chasse au diagramme nous montre alors que l’application Gtor → SG est surjective,
ce qui nous dit que SG est un tore. Or, ce tore est clairement déployé par L, ce qui nous
dit que H1(L(ζh), SˆG) = 0. Considérons alors le diagramme commutatif à lignes exactes
1 // SH //

Hab //

F ab // 1
1 // SG // G
ab // F ab // 1,
où SH est défini comme le noyau de Hab → F ab. En prenant le dual de Cartier des
éléments de ce diagramme et en considérant les suites exactes longues de cohomologie
associées, on trouve le diagramme commutatif à lignes exactes
H1(L(ζh), Fˆ
ab) // H1(L(ζh), Gˆ
ab)

// H1(L(ζh), SˆG)
H0(L(ζh), Hˆ
ab) // H0(L(ζh), SˆH)
δ // H1(L(ζh), Fˆ
ab) // H1(L(ζh), Hˆ
ab).
Puisque β ∈ ker[H1(L(ζh), Gˆab) → H1(L(ζh), Hˆab)] et H1(L(ζh), SˆG) = 0, on a que β
provient de H1(L(ζh), Fˆ ab) et que son image dans H1(L(ζh), Hˆab) est triviale, d’où l’on
sait qu’elle est dans l’image de δ. Or, puisque L(ζh) déploie clairement Hˆab (car elle
déploie H et µh), on a que l’application Hˆab(L(ζh)) → SˆH(L(ζh)) est surjective, ce qui
montre que δ est triviale et donc que β l’est aussi, ce qui conclut. ⌣¨
Une application immédiate du corollaire 12 est le résultat qui suit, donnant une
formule cohomologique pour le groupe Brnr,alV lorsque le corps de base est un corps
local, i.e. une extension finie de Qp pour p un nombre premier, à l’image de la proposition
4.23 de [LA14].
On dira qu’un k-groupe fini G est non ramifié s’il existe une extension finie non
ramifiée k′/k telle que Gk′ est un k′-groupe fini constant.
Proposition 14. Soit k un corps local de caractéristique 0 et caractéristique résiduelle
p > 0, G un k-groupe algébrique linéaire et V = G\G′ pour un plongement de G dans
G′ semi-simple simplement connexe. On note d le degré de l’extension déployant le tore
Gtor = (Gtorf)◦, n l’ordre du groupe fini F = G/G◦ et m = nd. Soit H0 un k-sous-
groupe fini de Gtorf tel que la composée H0 → Gtorf → F est surjective et soit H le
sous-groupe (fini aussi) de Gtorf engendré par H0 et par φ
−1
m (H0 ∩G
tor), où φm désigne
la multiplication par m dans Gtor. On suppose que H est non ramifié et que son ordre
est premier à p.
En identifiant alors BralV avec H
1(k, Gˆab), le groupe de Brauer non ramifié algé-
brique Brnr,alV de V est donné par les éléments α ∈ H1(k, Gˆab) vérifiant la propriété
suivante :
Pour toute extension finie non ramifiée k′ de k, l’image α′ de α dans H1(k′, Gˆab) est
orthogonale au sous-ensemble Im[H1(k′, G) → H1(k′, Gab)] pour l’accouplement induit
par la dualité locale.
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Remarque.
Les hypothèses sur H imposent que F soit non ramifié et d’ordre n premier à p et que
Gtor soit déployé par une extension L/k de degré d premier à p. L’extension L/k n’a pas
besoin par contre d’être non ramifiée, car il est possible que H ∩ Gtor soit déployé par
une extension plus petite que L(ζn) et que celle-ci soit non ramifiée alors que L(ζn) ne
l’est pas. Il est important de remarquer par ailleurs que ces hypothèses sur F et Gtor,
même en ajoutant le fait que L/k soit non ramifiée, ne suffisent pas a priori pour assurer
que H soit non ramifié. En d’autres mots, on ne peut pas obtenir un énoncé dépendant
seulement de G et de ses sous-quotients F et Gtor, sauf dans des cas très particuliers,
comme par exemple lorsque G = Gtor × F .
Démonstration. C’est une conséquence immédiate du corollaire 12, de la proposition
4.23 de [LA14] et de la proposition 2. En effet, les deux premiers donnent le même
énoncé avec Im[H1(k′, H) → H1(k′, Hab)] au lieu de Im[H1(k′, G) → H1(k′, Gab)] et
c’est la proposition 2 qui nous permet de remplacer le premier par le deuxième grâce à
la compatibilité des accouplements locaux. ⌣¨
Enfin, ces deux dernières propositions (13 et 14) nous donnent le résultat suivant :
Corollaire 15. Sous les mêmes hypothèses que la proposition 14, à cela près qu’on
suppose aussi que l’extension déployant Gtor est non ramifiée, on a
Brnr,alV ⊂ H
1
nr(k, Gˆ
ab).
⌣¨
4 Existence de sous-groupes finis
Soit maintenant k un corps de caractéristique p ≥ 0. On a vu que pour étudier le groupe
de Brauer non ramifié algébrique des espaces homogènes V = G\G′ pour un k-groupe
G il faut étudier, dans une extension
1→ T → G→ F → 1,
d’un groupe fini F par un tore T , l’existence de sous-groupes finis H se surjectant sur
F . Dans ce sens, on a la proposition suivante.
Proposition 16. Soit k un corps de caractéristique p ≥ 0. Soit G un k-groupe algébrique
linéaire, extension d’un groupe fini F d’ordre n premier à p par un tore T déployé par
une extension L/k de degré d, aussi premier à p. Alors il existe un k-sous-groupe fini H
de G et un diagramme commutatif à lignes exactes
1 // Tnd
//
 _

H // _

F // 1
1 // T // G // F // 1.
(4.1)
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Avant de passer à la démonstration de cette proposition, voyons en quelques consé-
quences immédiates. La première apparaît en combinant ce résultat avec la proposition
2.
Corollaire 17. Soit k un corps de caractéristique p ≥ 0. Soit G un k-groupe algébrique
linéaire, extension d’un groupe fini F d’ordre n premier à p par un tore T déployé par
une extension L/k de degré d, aussi premier à p. Alors il existe un k-sous-groupe fini H
de G (d’ordre n3d2) tel que le diagramme suivant est commutatif et à lignes exactes
1 // Tn2d2
//
 _

H // _

F // 1
1 // T // G // F // 1,
(4.2)
et tel que, pour tout corps k′ ⊃ k, l’application naturelle H1(k′, H) → H1(k′, G) est
surjective. ⌣¨
On peut ensuite pousser ce résultat un peu plus loin, pour obtenir une généralisation
de [CGR08, Cor. 1.4], donc aussi de [CGR06, Thm. 1.1(a)].
Corollaire 18. Soit k un corps de caractéristique p ≥ 0. Soit G un k-groupe algébrique
linéaire lisse à composante connexe neutre G◦ réductive. Soient T un k-tore maximal de
G◦ et W = NG(T )/T le groupe de Weyl de G. Ce dernier est un k-groupe fini dont on
note w l’ordre. Soit enfin L/k une extension déployant T dont on note d le degré. On
suppose que le produit wd est premier à p.
Alors, il existe un k-sous-groupe fini H de G (d’ordre w3d2) tel que, pour tout corps
k′ ⊃ k, l’application naturelle H1(k′, H)→ H1(k′, G) est surjective.
Ici, NG(T ) désigne le normalisateur de T dans G. Rappelons par ailleurs que l’on a
toujours le droit de considérer un k-tore maximal T de G◦ d’après [SGA70b, XIV, Cor.
3.20]. On voit alors que, lorsque k est de caractéristique nulle, les hypothèses n’imposent
aucune contrainte sur le groupe G (à part le fait d’être à composante connexe neutre
réductive).
Démonstration. Notons N = NG(T ). C’est donc une extension du groupe fini W par le
tore T . Le corollaire 17 assure alors l’existence d’un sous-groupe H d’ordre w3d2 tel que
pour tout corps k′ ⊃ k l’application naturelle H1(k′, H)→ H1(k′, N) est surjective.
Il suffit alors pour conclure de montrer que, pour tout corps k′/k, l’application
H1(k′, N) → H1(k′, G) est surjective. Or cela est une conséquence facile de [Ser02,
III.§2.2, Lem. 1]. En effet, soit α ∈ H1(k′, G) et soit a ∈ Z1(k′, G) un cocycle re-
présentant α. Le tordu Ga de G par le cocycle a admet un k
′-tore maximal dans sa
composante connexe neutre (toujours d’après [SGA70b, XIV, Cor. 3.20]) et ce tore sera
toujours conjugué à T sur la clôture séparable de k′ d’après [CGP10, Prop. A.2.10]. Le
lemme cité nous dit alors que α appartient à l’image de H1(k′, N) → H1(k′, G), ce qui
conclut. ⌣¨
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Enfin, on peut expliciter les énoncés des théorèmes 4, 6 et 9 en enlevant l’hypothèse
d’existence d’un sous-groupe fini de Gtor. On retrouve alors les résultats suivants.
Corollaire 19. Soient k un corps fini de cardinal q et G un k-groupe algébrique linéaire
à composante connexe neutre G◦ réductive et tel que F = G/G◦ est d’ordre n premier à
q. Soit V = G\G′ pour un plongement de G dans G′ semi-simple simplement connexe.
On suppose que le tore Gtor = (Gtorf)◦ est déployé par une extension L/k de degré d
premier à q. Alors il existe un k-sous-groupe fini H de Gtorf tel que l’on a le diagramme
(4.2) et tel que, en identifiant BralV avec H1(k, Gˆab), le groupe de Brauer non ramifié
algébrique Brnr,alV de V est donné par les éléments α ∈ H1(k, Gˆab) vérifiant l’une des
propriétés équivalentes suivantes :
• Pour toute extension finie k′ de k, l’image α′ de α dans H1(k′((t)), Gˆab) est or-
thogonale au sous-ensemble Im[H1(k′((t)), H) → H1(k′((t)), Hab)] pour l’accou-
plement entre H1(k′((t)), Gˆab) et H1(k′((t)), Hab) donné par le cup produit et l’ap-
plication duale Gˆab → Hˆab.
• Pour a ∈ Z1(k, Gˆab) un cocycle (quelconque) représentant α, on a
as(Nq,H(b)) = 1 ∀ b ∈ H(k¯),
où Nq,H désigne la q-norme sur H.
De plus, pour tout corps k′ ⊃ k, l’application naturelle H1(k′, H) → H1(k′, Gtorf) est
surjective. ⌣¨
Corollaire 20. Soient k un corps de caractéristique 0, G un k-groupe algébrique linéaire
et V = G\G′ pour un plongement de G dans G′ semi-simple simplement connexe. Soit
L/k une extension déployant le tore Gtor = (Gtorf)◦. On note d le degré de cette extension
et n l’ordre du groupe fini F = G/G◦. Alors il existe un k-sous-groupe fini H de Gtorf
tel que l’on a le diagramme (4.2) et tel que, en identifiant BralV avec H1(k, Gˆab), le
groupe de Brauer non ramifié algébrique Brnr,alV de V est donné par les éléments α ∈
H1(k, Gˆab) tels que, pour a ∈ Z1(k, Gˆab) un cocycle (quelconque) représentant α, on a
aσ(Nσ,H(b)) = 1 ∀ b ∈ H(k¯), ∀ σ ∈ Γk,
où Nσ,H désigne la σ-norme sur H. De plus, pour tout corps k
′ ⊃ k, l’application natu-
relle H1(k′, H)→ H1(k′, Gtorf) est surjective. ⌣¨
Ces résultats ne méritant pas de démonstration, on conclut cette section avec la
preuve de la proposition 16.
Démonstration de la proposition 16. De la suite exacte de k-groupes
1→ T → G→ F → 1,
on déduit la suite exacte de Γk-groupes
1→ T (k¯)→ G(k¯)→ F (k¯)→ 1,
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et puisque T (k¯) est commutatif, on a une action de F (k¯) sur T (k¯) par conjugaison. Or,
l’équivariance de cette action par rapport aux actions de Γk sur F (k¯) et T (k¯) induit une
action continue du groupe profini F (k¯)⋊Γk sur T (k¯). En effet, tout élément h ∈ F (k¯)⋊Γk
s’écrit de façon unique de la forme h = σhfh avec σh ∈ Γk et fh ∈ F (k¯), d’où l’on peut
définir l’action de F (k¯)⋊ Γk sur T (k¯) tout simplement en posant
h · t := (σh fh · t),
pour h ∈ F (k¯)⋊Γk et t ∈ T (k¯). L’équivariance des actions de F (k¯) et Γk, exprimée par
la formule
(σ f · t) = fσ · tσ , ∀ f ∈ F (k¯), σ ∈ Γk, t ∈ T (k¯),
nous permet alors de déduire (après un petit calcul) que l’action de F (k¯)⋊ Γk est bien
définie.
Considérons alors le groupe G(k¯)⋊Γk par rapport à l’action naturelle de Γk sur G(k¯).
Puisque T (k¯) est stable par cette action, on voit qu’il est un sous-groupe distingué de
G(k¯)⋊ Γk, ce qui nous donne l’extension de groupes
1→ T (k¯)→ G(k¯)⋊ Γk → F (k¯)⋊ Γk → 1,
où l’action de F (k¯)⋊Γk sur T (k¯) par conjugaison correspond précisément à celle décrite
ci-dessus. Cette extension représente une classe α ∈ H2(F (k¯) ⋊ Γk, T (k¯)).2 Or, on sait
que la composition des flèches
H2(F (k¯)⋊ Γk, T (k¯))
Res
−−→ H2(Γk, T (k¯))
Cor
−−→ H2(F (k¯)⋊ Γk, T (k¯)),
correspond à la multiplication par n dans H2(F (k¯) ⋊ Γk, T (k¯)). D’autre part, on voit
facilement que la restriction de α à H2(Γk, T (k¯)) correspond à l’extension triviale T (k¯)⋊
Γk (on rappelle que l’extension représentant α a été construite à partir du groupe G(k¯)⋊
Γk), ce qui nous dit que nα = 0 dans H2(F (k¯) ⋊ Γk, T (k¯)). Si l’on considère alors la
suite exacte de F (k¯)⋊ Γk-groupes
1→ Tn (k¯)→ T (k¯)
·n
−→ T (k¯)→ 1,
et la suite exacte longue de cohomologie qui lui est associée,
H2(F (k¯)⋊ Γk, Tn (k¯))→ H
2(F (k¯)⋊ Γk, T (k¯))
·n
−→ H2(F (k¯)⋊ Γk, T (k¯)),
on voit que la classe α provient de H2(F (k¯)⋊ Γk, Tn (k¯)).
2On remarquera que, F (k¯)⋊Γk étant un groupe profini, on traite alors T (k¯) comme un (F (k¯)⋊Γk)-
module discret. Le groupe G(k¯) ⋊ Γk a alors comme base de voisinages de l’identité les sous-groupes
de la forme {1}⋊∆ avec ∆ ouvert dans Γk. Il est alors facile de voir aussi que dans la suite exacte la
flèche de gauche est continue et fermée et celle de droite est continue et ouverte, et ce sont précisément
ces extensions qui sont classifiées par le groupe H2(F (k¯)⋊ Γk, T (k¯)), cf. [NSW08, Thm. 1.2.4].
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Maintenant, considérons le diagramme commutatif à lignes exactes suivant :
1 // Tnd (k¯)
i // T (k¯)
·nd // T (k¯) // 1
1 // Tn (k¯)
i //
i
OO
T (k¯)
·n // T (k¯)
·d
OO
// 1,
où i désigne les inclusions évidentes. En considérant en même temps ces groupes comme
des (F (k¯) ⋊ Γk)-modules et par restriction comme des Γk-modules, on obtient un dia-
gramme commutatif de suites exactes longues de cohomologie
H1(F (k¯)⋊ Γk, T (k¯))

// H2(F (k¯)⋊ Γk, Tnd (k¯))

// H2(F (k¯)⋊ Γk, T (k¯))

H1(F (k¯)⋊ Γk, T (k¯))

//
·d
77♥♥♥♥♥♥♥
H2(F (k¯)⋊ Γk, Tn (k¯))

//
66♠♠♠♠♠♠♠♠
H2(F (k¯)⋊ Γk, T (k¯))

♥♥♥♥♥♥♥
♥♥♥♥♥♥♥
H1(Γk, T (k¯)) // H
2(Γk, Tnd (k¯)) // H
2(Γk, T (k¯))
H1(Γk, T (k¯)) //
·d
77♥♥♥♥♥♥♥
H2(Γk, Tn (k¯))
//
66♠♠♠♠♠♠♠♠
H2(Γk, T (k¯)),
♥♥♥♥♥♥♥
♥♥♥♥♥♥♥
où toutes les flèches verticales sont des applications de restriction. À partir de ce qui a
déjà été dit, on fait la chasse au diagramme suivante. La classe α ∈ H2(F (k¯)⋊Γk, T (k¯))
dont on est parti provient d’une classe αn ∈ H2(F (k¯) ⋊ Γk, Tn (k¯)), dont l’image βn ∈
H2(Γk, Tn (k¯)) est envoyé en 0 dans H
2(Γk, T (k¯)), d’où l’on sait qu’elle provient d’une
classe γ ∈ H1(Γk, T (k¯)). Or, puisque T est déployé par L, on sait que la restriction de γ
à H1(ΓL, T (k¯)) est triviale et l’argument classique de restriction-corestriction nous dit
alors que γ est de d-torsion. On voit alors que l’image de γ après multiplication par d
est 0, ce qui nous dit que l’image βnd ∈ H2(Γk, Tnd (k¯)) de βn est triviale. Si l’on note
alors αnd ∈ H2(F (k¯)⋊Γk, Tnd (k¯)) l’image de αn, on voit qu’elle relève aussi α et que sa
restriction à H2(Γk, Tnd (k¯)) est triviale. Ceci se résume dans le diagramme suivant :
αnd
✤ //
❴

α❴

αn
✤ //
❴

✰
55❦❦❦❦❦❦❦❦
α
✶
88qqqqqq
❴

dγ = 0 ✤ // βnd = 0
✤ // 0
γ ✤ //
✴
77♦♦♦♦♦♦♦
βn
✲
66♠♠♠♠♠♠♠✤ // 0.
✹
::tttttt
Considérons le carré arrière de droite dans le diagramme. Puisque ces classes corres-
pondent à des extensions de groupes, si l’on note E¯ une extension représentant αnd on
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trouve le diagramme commutatif à lignes exactes suivant :
αnd :✸
yysss
ss
❴

Tnd (k¯)
  //

E¯ // //

F (k¯)⋊ Γk

βnd :❴

Tnd (k¯)
  //

77♦♦♦♦
Tnd (k¯)⋊ Γk // //

55❥❥❥❥❥❥❥❥❥
Γk

77♣♣♣♣♣♣
α :✸
yyss
ss
ss
T (k¯) 
 // G(k¯)⋊ Γk // // F (k¯)⋊ Γk
0 : T (k¯) 
 //
77♦♦♦♦♦♦
T (k¯)⋊ Γk // //
55❥❥❥❥❥❥
Γk
77♣♣♣♣♣♣
où les deux extensions qui sont devant dans le diagramme sont des produits semi-directs
car elles correspondent aux classes triviales dans le diagramme précédent. Remarquons
enfin que, en notant H¯ le groupe abstrait défini comme la préimage dans E¯ du sous-
groupe F (k¯) de F (k¯)⋊ Γk, on obtient l’extension
1→ H¯ → E¯ → Γk → 1.
Si l’on considère alors la section naturelle Γk → Tnd (k¯) ⋊ Γk et qu’on la compose avec
la flèche Tnd (k¯)⋊Γk → E¯ du diagramme, on trouve une section s
′ : Γk → E¯ compatible
avec la section naturelle s : Γk → G(k¯)⋊ Γk, i.e. le diagramme
H¯ //

E¯ //

Γk
s′
}}
G(k¯) // G(k¯)⋊ Γk // Γk,
s
{{
est commutatif. Ceci nous dit que l’action naturelle de Γk sur G(k¯) laisse H¯ invariant.
De plus on peut toujours voir H¯ comme un sous-k¯-groupe de Gk¯. En effet, en tant que
réunion finie de points fermés, H¯ est une sous-k¯-variété de Gk¯ qui vérifie clairement
tous les diagrammes commutatifs définissant un k¯-groupe algébrique et un morphisme
de k¯-groupes. L’existence du diagramme (4.1) est alors évidente au niveau des k¯-points.
Le lemme suivant nous permet alors de conclure que H¯ descend en un k-sous-groupe de
G, ce qui conclut la preuve. ⌣¨
Lemme 21. Soient k un corps de caractéristique p ≥ 0, G un k-groupe algébrique lisse
et H¯ un k¯-sous-groupe fini de Gk¯ d’ordre premier à p. Supposons que l’action naturelle
du groupe de Galois Γk sur G(k¯) laisse H¯(k¯) invariant. Alors il existe une k-forme H
de H¯ et un k-morphisme H → G induisant l’inclusion de H¯ dans Gk¯.
Démonstration. La structure de k-groupe de G nous donne une section s de la suite
exacte
1 // Aut k¯(Gk¯) // SAut (Gk¯) // Γk.
s
||
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où SAut (Gk¯) désigne le groupe d’automorphismes semi-algébriques deGk¯ (cf. par exemple
[FSS98, §1] pour la définition de SAut (Gk¯) et ses propriétés, dont notamment cette suite
exacte). Or, l’action de Γk sur G(k¯) se définit via le morphisme naturel π : SAut (G)→
Aut (G(k¯)). On voit alors que l’on a un morphisme
φ : Γk
pi◦s
−−→ Aut (G(k¯))→ Aut (H(k¯)).
Si l’on rappelle maintenant que, puisque H¯ est fini, on a Aut (H(k¯)) = Aut k¯(H¯) et
SAut (H¯) ∼= Aut k¯(H¯) × Γk (cela découle du fait que l’on a une k-forme canonique de
H¯ qui est le k-groupe constant associé au groupe fini abstrait H¯(k¯)), on voit que l’on
obtient une section s′ de la suite exacte
1 // Aut k¯(H¯) // SAut (H¯) // Γk,
s′
{{
tout simplement en posant s′ = φ × id. Cette section correspond à la donnée d’une k-
forme H de H¯ dont l’action de Γk induite sur les k¯-points correspond précisément à celle
induite par restriction de l’action de Γk sur G(k¯) car toutes les deux sont définies via φ. Il
est alors évident que pour tout σ ∈ Γk, l’automorphisme σ-semi-algébrique défini par σ
sur Gk¯ induit bien l’automorphisme σ-semi-algébrique sur H¯ donné par s′(σ) et qu’alors
l’inclusion Hk¯ →֒ Gk¯ provient bien d’un k-morphisme de groupes algébriques. ⌣¨
Remarque.
Lorsque le corps de base est parfait et de dimension cohomologique ≤ 1, comme c’est le
cas des corps finis et des corps quasi-finis en caractéristique 0, on peut même démontrer
que le sous-groupe fini H peut être obtenu en prenant seulement la n-torsion du tore T .
En effet, on peut toujours trouver une extension
1→ Tn (k¯)→ E¯ → F (k¯)⋊ Γk → 1,
avec une inclusion compatible dans G(k¯) ⋊ Γk. En considérant alors la préimage H¯ de
F (k¯) dans E¯, cela nous donne l’extension
1→ H¯ → E¯ → Γk → 1,
ce qui nous dit que Γk agit extérieurement sur H¯ . Or, puisque k est parfait et de
dimension cohomologique ≤ 1, le théorème dans [Spr66, 3.5] nous dit que cette action
extérieure provient d’une structure de k-groupe. Cette structure n’est pas nécessairement
compatible avec celle de G, mais après une chasse au diagramme et un argument de
torsion on peut démontrer que, en tordant G par un cocycle dont la classe dans H1(k,G)
est triviale, l’inclusion de H¯ dans Gk¯ descend en un k-morphisme de groupes. Ensuite,
en revenant en arrière par la torsion, l’image de ce k-sous-groupe du tordu correspond
au sous-groupe fini voulu.
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5 Application : obstruction de Brauer-Manin à l’ap-
proximation faible
Pour conclure ce texte, on donne une application de cette formule à l’obstruction de
Brauer-Manin pour l’approximation faible correspondant à l’analogue de ce qui a été
fait dans [LA14, §5.2]. Il s’agit de montrer que l’obstruction associée au groupe Brnr,alV
ne prend pas en compte ce qui se passe aux places réelles, ce qu’on fait en profitant du
fait que sur R la formule devient assez simple à raison de la petitesse de son groupe de
Galois absolu.
Proposition 22. Soient k = R, G un k-groupe algébrique linéaire plongé dans G′ semi-
simple simplement connexe et V = G\G′. En identifiant BralV avec H
1(k, Gˆab), tout
élément α ∈ Brnr,alV est orthogonal au sous-ensemble Im[H1(k,G) → H1(k,Gab)] de
H1(k,Gab).
Remarque.
Ce résultat nous dit en particulier que si l’obstruction de Brauer-Manin associée au sous-
groupe Brnr,al s’avère être la seule pour V , alors V vérifie l’approximation réelle, comme
il sera explicité dans le corollaire 24 ci-dessous. Pris dans l’autre sens, ceci veut dire
aussi qu’un espace homogène comme ci-dessus ne vérifiant pas l’approximation réelle
fournirait un exemple de variété où l’obstruction de Brauer-Manin n’est pas la seule
(supposant qu’il n’y ait pas d’obstructions géométriques).
Démonstration. On a le diagramme commutatif
G // //

Gab

Gtorf // // (Gtorf)ab,
où l’on remarque que le noyau de la flèche verticale de droite est un groupe abélien
unipotent, d’où l’isomorphisme
H1(k,Gab)
∼
−→ H1(k, (Gtorf)ab).
On en déduit qu’il suffit de montrer que tout élément α ∈ Brnr,alV ⊂ H1(k, Gˆab) est
orthogonal au sous-ensemble Im[H1(k,Gtorf)→ H1(k, (Gtorf)ab)] de H1(k, (Gtorf)ab) (on
remarque que (Gtorf)ab est le dual de Gˆab et donc cette orthogonalité a bien un sens).
Soit σ l’élément non nul de Γk et soit H le sous-groupe fini de Gtorf donné par le
corollaire 20. Il est facile de voir que l’on a les isomorphismes
Z1(k,H)
∼
−→ Hϕσ , b 7→ bσ
Z1(k,Hab)
∼
−→ (Hab)ϕσ , b 7→ bσ.
Soit g ∈ Hϕσ . Puisque ϕσ(g) = g, on a que Nσ(g) = g¯ ∈ Hab. En particulier, on voit
que l’image de Nσ contient l’image de Z1(k,H) dans Z1(k,Hab).
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Soit alors β ∈ H1(k, (Gtorf)ab) un élément dans Im[H1(k,Gtorf) → H1(k, (Gtorf)ab)].
La surjectivité de H1(k,H) → H1(k,Gtorf) nous dit que l’on peut représenter β par
un cocycle b à valeurs dans Hab et tel que bσ ∈ Nσ(H). Pour α ∈ Brnr,alV , soit a ∈
Z1(k, Gˆab) un cocycle représentant α. On sait alors d’après le corollaire 20 que l’on a
aσ(bσ) = 1. D’autre part, on sait que α ∪ β ∈ H2(k, µn3d2) ⊂ Br k est représenté par un
cocycle c tel que
cσ,σ = aσ( b
σ
σ) = aσ(b
−1
σ ) = (aσ(bσ))
−1 = 1,
car on rappelle que bσ ∈ (Hab)ϕσ et alors bσ σ = b
−1
σ . Il est clair alors que α∪β est nul, ce
qui nous dit que α est orthogonal au sous-ensemble Im[H1(k,Gtorf)→ H1(k, (Gtorf)ab)]
de H1(k, (Gtorf)ab). ⌣¨
Soit maintenant k un corps de nombres et V = G\G′ comme toujours. Ce dernier
résultat et la proposition 14 nous donnent le résultat annoncé, sous la forme plus générale
suivante.
Corollaire 23. Soient k un corps de nombres, G un k-groupe algébrique linéaire plongé
dans G′ semi-simple simplement connexe et V = G\G′. Soit H le k-sous-groupe fini de
Gtorf donné par le corollaire 20. Soit L/k une extension déployantH. Soit S la réunion de
l’ensemble des places non archimédiennes ramifiées pour l’extension L/k avec l’ensemble
des places (non archimédiennes) se trouvant au-dessus d’un premier qui divise l’ordre
du groupe H. Soit enfin T = Ωk r S. Alors la projection(∏
Ωk
V (kv)
)Brnr,al
→
∏
v∈T
V (kv),
est surjective.
On rappelle que l’ensemble (
∏
Ωk
V (kv))
Brnr,al correspond aux éléments de
∏
Ωk
V (kv)
qui sont orthgonaux au groupe Brnr,alV pour l’accouplement de Brauer-Manin. Pour
la définition de cet accouplement, ainsi qu’une définition générale de l’obstruction de
Brauer-Manin, on renvoie à [Sko01, §5.2].
Remarque.
Si l’on note d le degré de l’extension déployant Gtor et n le cardinal de F , alors les
premiers divisant l’ordre de H sont ceux qui divisent le produit nd puisque le groupe H
donné par le corollaire 20 est en fin du compte celui du corollaire 17. L’ensemble S est
alors composé des places non archimédiennes ramifiées pour L/k et de celles au dessus
d’un premier divisant nd. Par ailleurs, si l’on est obligés d’introduire le sous-groupe fini
H dans l’énoncé, c’est parce qu’on n’a aucun contrôle sur l’extension déployant H . En
effet, si l’on note kF et ktor les extensions déployant F et la n2d2-torsion de Gtor, rien ne
nous dit que la composée de kF et ktor déploie l’extension H de ces deux groupes finis.
Enfin, si l’on note Ω∞ l’ensemble des places archimédiennes de k et l’on remarque
que Ω∞ ⊂ T , on obtient en particulier :
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Corollaire 24. Sous les hypothèses du corollaire 23, si l’obstruction de Brauer-Manin
associée au sous-groupe Brnr,al est la seule pour V , alors V vérifie l’approximation réelle.
En d’autres mots, si V (k) est dense dans (
∏
Ωk
V (kv))
Brnr,al, alors V (k) est dense dans∏
Ω∞
V (kv), où Ω∞ désigne l’ensemble des places archimédiennes de k. ⌣¨
Démonstration du corollaire 23. Il suffit de noter que d’après le début de [LA14, §4],
l’ensemble (
∏
Ωk
V (kv))
Brnr,al est l’ensemble de familles de points (Pv)Ωk telles que∑
v∈Ωk
invv(αv ∪ [Z](Pv)) = 0 ∈ Q/Z, ∀α ∈ Brnr,alV ⊂ H
1(k, Gˆab),
où invv est l’application canonique Br kv → Q/Z donnée par la théorie du corps de
classes et [Z](Pv) ∈ H1(k,Gab) est la classe du kv-torseur sous Gab obtenu à partir du
torseur Z = D(G)\G′ → V sous Gab et du kv-point Pv ∈ V (kv).
En effet, on voit alors immédiatement à partir des propositions 22 et 14 qu’on a αv∪
[Z](Pv) = 0 pour toute place v ∈ T . Pour les places archimédiennes c’est évident d’après
la première de ces propositions, tandis que pour toute telle place non archimédienne
on a que H est non ramifié en tant que kv-groupe et son cardinal est premier à la
caractéristique résiduelle, ce qui nous donne le droit d’utiliser la deuxième. Il est alors
évident que pour (βv)T ∈
∏
v∈T V (kv), l’élément (0)S × (βv)T ∈
∏
Ωk
V (kv) appartient à
(
∏
Ωk
V (kv))
Brnr,al , ce qui conclut. ⌣¨
A Une remarque de Colliot-Thélène
Pendant la rédaction de ce texte, Colliot-Thélène nous a fait remarquer que l’on peut
démontrer le résultat suivant (cf. [CT12]) :
Proposition 25 (Colliot-Thélène). Soient k un corps de caractéristique 0, G un k-
groupe algébrique linéaire non nécessairement connexe et ri : G →֒ G′i des plongements
de G dans des k-groupes semi-simples simplement connexes. Alors
Brnr(G\G
′
1)
∼= Brnr(G\G
′
2).
La démonstration de ce résultat utilise notamment le théorème 4.2 de [CTK06], mais
elle ne profite pas de toute sa puissance. On modifie alors un peu ici le raisonnement
de Colliot-Thélène (en suivant pourtant les mêmes lignes) pour démontrer le résultat
suivant :
Proposition 26. Soient k un corps de caractéristique 0, G un k-groupe algébrique
linéaire non nécessairement connexe et ri : G → G′i des morphismes de groupes al-
gébriques, à noyau simplement connexe, dans des k-groupes semi-simples simplement
connexes. Alors
Brnr(r1(G)\G
′
1)
∼= Brnr(r2(G)\G
′
2).
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On rappelle qu’un k-groupe algébrique linéaire H est simplement connexe si et seule-
ment s’il est une extension d’un groupe semi-simple simplement connexe par un groupe
unipotent. On pourrait demander de façon équivalente que k¯[H ]∗ = k¯∗ et que PicHk¯ = 0.
On commence donc la démonstration avec le lemme suivant :
Lemme 27. Soit k un corps de caractéristique 0. Soient G′ un k-groupe semi-simple sim-
plement connexe, V un espace homogène de G′ à stabilisateur géométrique H¯ simplement
connexe et X une k-variété projective lisse géométriquement connexe k-birationnelle à
V . Alors les flèches naturelles
Br k → Br V et Br k → BrX,
sont des isomorphismes.
Démonstration. D’après ce qui a été dit dans les rappels de la section 1, on a k¯[V ]∗ = k¯∗
et Pic Vk¯ =
ˆ¯H = 0, d’où la suite exacte donnée par [San81, Lem. 6.3 (i)] nous dit que
Br k
∼
−→ Br1V . Il suffit alors pour avoir Br k
∼
−→ Br V de démontrer que BrVk¯ = 0, ce qui
est évident d’après [San81, Prop. 6.10] et le fait que Pic H¯ = 0 et BrG′
k¯
= 0 car G′ est
semi-simple simplement connexe.
Maintenant, il existe un ouvert U non vide de V et un k-morphisme birationnel
U → X. Puisque X est projective et V lisse, on peut supposer que U contient tous
les points de codimension 1 de V , donc par pureté du groupe de Brauer (cf. [CT95,
Cor. 3.4.2]), la restriction Br V → BrU et par suite la flèche Br k → BrU sont des
isomorphismes. D’autre part, on a le diagramme commutatif suivant
Br k //
∼

BrX _
xxrrr
rr
rr
rr
rr
BrU 
 // Br (k(X)),
où les flèches →֒ désignent des applications injectives (cf. [CTS07, Thm. 5.11]). Il est
facile alors d’en déduire que l’on a Br k ∼−→ BrX. ⌣¨
Avec ce lemme on peut montrer la proposition suivante, où intervient enfin le théo-
rème 4.2 de [CTK06] comme on l’avait annoncé.
Proposition 28. Soit k un corps de caractéristique 0. Soient X et Y deux k-variétés
projectives, lisses, géométriquement connexes et f : X → Y un morphisme dominant
dont la fibre générique Xη/k(Y ) est k(Y )-birationnelle à un espace homogène d’un k(Y )-
groupe G′ semi-simple simplement connexe à stabilisateur simplement connexe. Alors :
1. En tout point y de codimension 1 de Y la fibre Xy/k(y) contient une composante
connexe géométriquement intègre de multiplicité 1.
2. L’application f ∗ : BrY → BrX est un isomorphisme.
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Démonstration. Dans le cas où X contient un ouvert k(Y )-isomorphe à un espace ho-
mogène de G′ à stabilisateur simplement connexe, le premier point de l’énoncé est une
conséquence du théorème 4.2 de [CTK06]. En effet, il suffit de considèrer l’anneau de
valuation discrète Ay de corps de fractions k(Y ) correspondant à y (son spectre c’est
la réunion de η et y en tant que schéma), puis de considèrer la fibre XAy sur Ay. La
proposition 3.9(b) de [CT11] nous permet alors de démontrer le cas général.
Pour le deuxième point, on dispose du diagramme commutatif
BrY // _

BrX s
&&▼▼
▼▼
▼▼
▼▼
▼▼
▼

Br (k(Y ))
∼ // BrXη
  // Br (k(X)),
où les flèches →֒ désignent des injections (cf. [CTS07, Thm. 5.11]) et celle d’en bas à
gauche est un isomorphisme d’après le lemme 27. Il est facile de voir alors que pour
α ∈ BrX il existe un unique β ∈ Br (k(Y )) ayant la même image que α dans Br (k(X)).
Il suffit alors de montrer que β ∈ Br Y pour conclure. Or, d’après [CT11, §4] et le fait
que Xy admet une composante connexe géométriquement intègre de multiplicité 1, le
résidu de β au point y (i.e. son image par l’application δAy : Br k(Y )→ H
1(k(y),Q/Z))
est trivial. Ceci étant vrai pour tout point y de Y de codimension 1, les théorèmes de
pureté de Grothendieck (cf. [CT95, Thm. 4.1.1, Prop. 4.2.3]) nous disent que β provient
bien de Br Y , ce qui conclut. ⌣¨
Enfin, pour conclure cet appendice, on passe à la démonstration de la proposition
26.
Démonstration de la proposition 26. Quitte à plonger G dans un troisième groupe G′3
semi-simple simplement connexe et à comparer respectivement V1 et V2 avec V3 := G\G′3,
on peut se restreindre au cas où l’un des ri, disons r1, est à noyau trivial. Soit alors H
le noyau de r2. On considère le plongement r : G →֒ G′1 × G
′
2 induit par r1 et r2. La
k-variété V = G\(G′1 × G
′
2) se projette sur V1 = r1(G)\G
′
1 et sur V2 = r2(G)\G
′
2. La
première projection fait de V un espace principal homogène sous G′2 sur V1, tandis que
la deuxième fait de V un espace homogène sous G′1 sur V2 à stabilisateur r1(H), donc
simplement connexe. Il existe des k-compactifications lisses X, X1 et X2 de V , V1 et V2
respectivement et des morphismes X → X1 et X → X2 étendant V → V1 et V → V2
(cf. par exemple [BK00, §1.2.2]). Il suffit alors d’appliquer deux fois la proposition 28
pour trouver des isomorphismes BrX1
∼
−→ BrX et BrX2
∼
−→ BrX, ce qui conclut. ⌣¨
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